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1. WEILエルミート形式による完備化

1.1. Riemannゼータ関数の零点に関する記号と注意． Riemann(—関数を，通常通り
Riemannゼータ関数((s)を用いて

訓：＝ ~s(s -1) 1r-s/2r (~) ((s) 

により定義するまた整関数 ((1/2-iz)の零点を,,その軍複度を m"f,零点の集合を
rで表す．ガンマ関数との混乱はないであろう．慣習として， Riemannゼータ関数((s)
の非自明零点や(-関数((s)の零点はp=/3＋灼と表されることが多い．ここで 0は実
部汀ま虚部である．これに反して，本論において文字汀まこの意味ではなく，先に述べ
たように((1/2-iz)の零点を表す文字として用いられることに注意してほしい

的）の零点を p= (T + itと表すとき， ((1/2-iz)の零点汀ま

r = -t + i(CT -1/2) 

と表されるこれからも分かるように,((1/2 -iz)の零点の集合rは賊の部分集合で
あるとは限らない． Riemann予想は「つねにCT=1/2である」という主張だから，それ
はrの言葉では「rが賊の部分集合である」という主張になる．
また関数等式 ((s)＝((1-s)と((s)＝召可から

,Er ならばー,,可Er

であり，任意の CTE [O, 1]に対して ((CT)>0であることから，特にo'ir. 

1.2. Schwartz超関数 (distributions)．コンパクト台をもつ賊上のcoo級関数全体
が成す位相C線形空間を C':'（股）とする．関数列 (%)nc c戸（股）がい EC戸（民）に収
束するとは，叫たちとゅすべての台を含む股のコンパクト部分集合Kが存在し，任意の

k E Z?。に対して K階導関数ゅ炉がゅ(k)にK上で一様収束することをいい，島→心と
表す． C戸（股）上の連続な線形汎関数T(CC線形写像T:C戸（股）→ Cであって，叫→い
ならばつねに T（島） → T（心）を満たすもの）を罠上の Schwartz超関数もしくは分布
(distribution)という．

1この研究は基慇研究 (C)（研究代表者：鈴木正俊，研究課題番号： 17K05163,23K03050)の助成を
受けています．
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1.3. Weilエルミ＿卜形式 Fourier変換

和）：＝（F1/J)(z):= 1ゆ(x)eizx dx 
股

を用いてゆ€ C戸（罠）に対し

w（心）：＝こm贔(1)
咋r

で定められる C線形写像は分布になる．この分布 W:COO（恥）→ CをWeil分布とよ
ぶ Weil分布を用いて定義される C戸（股）上のエルミートe形式

属叫w:= W (! 1/Ji(x -y)砂(-y)dy)
を本論ではWeilエルミート形式とよぶ

1.4.本論の主題とその背景．有名な Weilの規準 (Weil'scriterion)は， Riemann予想
(r C賊）が成り立っためには， Weilエルミート形式がC戸（民）上で正定値であることが
必要かつ十分であることを主張するしたがって Riemann予想を仮定すれば， C戸（股）
を Weil エルミート形式〈•,•〉w について完備化することができる：

(1.1) 甘w:= (the completion of CC: （股） w.r.t 〈•, ・〉w).

このようにして定まる Hilbert空間 1-lwが本論の興味の対象である．筆者の知る限り，
Hilbert空間甘wに関する研究はこれまでに無かったようなので， 1-lwを調べる動機の
一つは，それがどんなものなのか知りたいという単純な興味であるもう一つの動機は，

1-lwを調べることによって， Riemann予想に関連した何か新しい事実や現象が見つか
らないか，という期待である．本論の主結果たち（定理2,3)はこれらの動機に対して，
当座の解答を与えてくれる．

上で述べた後者の動機には，吉田 [8]の結果が念頭にある前回の講究録 [6,§3.2]で
も触れたように，吉田はC戸（罠）を

C(a) :=｛心€ CCOO(恥)|suppゆC[-a, al}, a > 0 

によりフィルター付けし， C(a)上での〈・,.〉wの正値性や，これに関する完備化などを
考察したそして，境界X=土aでの条件を緩めた C(a)よりも若干広い K(a)という

空間を遵入し， Riemann 予想を仮定すれば K(a) の〈•,•〉w に関する完備化と一致する

ような K(a)という空間を， Riemann予想を仮定せずに構成することに成功したこ
れにより吉田は「Riemann 予想が成り立っためには，任意の a>O に対して•,•〉w が
--• 
K(a)上で非退化であることが必要かつ十分である」という Weilの正値性とは異なる

.--
同値条件を得た吉田の K(a)の構成にはa>Oが有限の値であることが必要不可欠な
ので， c;:o（罠）の完備化である甘wの研究には利用できない．しかし吉田の結果は，もし
もRiemann予想の下では 1-lwに一致するような空間を無条件に構成できれば，副産物
としてRiemann予想の新しい同値条件が導かれることを期待させるそしてそのよう
な結果は， Riemann予想への新しい知見や洞察をもたらすであろう．

いっぽう， Riemann予想を仮定したとしても (1.1)のような直接の定義とは異なる方
法で 1-lwを記述することは，まった＜非自明なことと思われる．少なくとも筆者にとっ
て，それは長年の懸案であった解決の糸口となったのは [4]から始まったゼータ関数
に付随したscrew関数の研究である．以降で述べる 1-lwの構成は， screw関数や screw
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lineといった耳慣れない用語を用いずに述べることも可能だが，それだと天下り的な説
明で終わってしまうので，やはりこれらの用語の定義からはじめる．

2. SCREW関数と SCREWLINES 

2.1. Screw関数．股上の連続関数 g(t)であって

を満たし，核

(2.1) 

g(-t)＝罰

Gg(t, u) := g(t -u) -g(t) -g(-u) + g(O) 

が民上で非負値であるようなもの全体を gOOで表す．核 (2.1)が民上で非負値とは，任
意の nEN, ti E賊， eiECに対して

n n 

どとら（いパぷ~ 0 
i=l j=l 

が成り立つことをいう（つまりエルミート行列 (G,（tいら））l(i,j(nが常に非負値という
こと）． M.G. KreYn (1944)にしたがって， gOOの元を艮上のscrew関数とよぶ

2.2. Screw lines.関数g(t)E Yooが実数値でg(O)= 0を満たすとき， Hilbert空間1-{
と連続写像股→ 1-{: t→ x(t)で次を満たすものが存在する：任意のt,uE股に対して
内積

〈x(t+ v) -x(v), x(u + v) -x(v)〉1-l

がVE民によらずに定まり，等式

1 
~llx(t) -x(O)||土=-g(t), t E賊
2 

が成り立つ．このような連続写像x：股→ 1-{をg(t)のscrewlineとよぶ (screwcurve 
と呼ぶ方が自然に思われるが，ここでば慣習に従った）． g(t)E Yooのscrewlineは一意
には定まらない． Screw関数やscrewlinesの歴史については [5,Sections 2 and 3]と，
その参考文献たちを見て頂きたい．

2.3.簡単な例．罠上の実数値偶関数

1 
go(t) =—戸＋ cos(t) -1 

に対して，核 (2.1)は

Gg0 (t, u) =tu+ cos(t -u) -cos(t) -cos(u) + 1 

=tu+ (cos(t) -l)(cos(u) -1) + sin(t) sin(u) 
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と計算される．これより，任意の nEN, ti E賊，＆ ECに対して
n n n 

こら(tぃも）試芯＝I:I:t山碩；
i,J=l i=l j=l 

n n 

＋L L(cos(ti) -l)(cos（り）ー 1)＜芯
i=l j=l 

n n 

＋LL  sin(ti) sin（も）＜ぷ
i=l j=l 

2 2 2 

=ILtふ＋ L(cos(ti)-1) ~i ＋ Lsin(t』 &~o
i=l I I i=l I I i=l 

が成り立つ．したがって G90(t,u)は賊上で非負値だから， 9o(t)は民上のscrew関数で
ある．配を通常のEuclidノルムにより Hilbert空間とみなし，写像 x:屈→配を

x(t) = (t, cos(t), sin(t)) 

で定める．このとき，任意の VE股に対して，

〈x(t+v)-x(v),x(u+v)-x(v)〉即

=tu+ (cos(t) -l)(cos(u) -1) + sin(t) sin(u) (= G90(t, u)) 

が成り立ち，これから

llx(t) -x(O)ll~a = t2 -2cos(t) + 2 = -2go(t) 

も成り立つから， x:賊→配は screw関数9o(t)のscrewlineである．

3.結果其の一

まず， Riemann予想によらず，各tE賊に対して |cos(rt)I(r Er)が有界なことに注
意して，

砂） ：＝ど叫
cos（叫ー 1

TEÌ 

によって罠上の関数gく(t)を定義する．よく知られているように，区7crm礼,1-l-<l< 00 
(W > O)なので，右辺の級数は広義一様に絶対収束して股上の連続な偶関数を定める．
この gく(t)はRiemann予想の下で罠上のscrew関数になる ([4,Theorem 1.2]）．した
がってRiemann予想の下で， gく(t)のscrewline 6 :股→ Hが存在する．その一つとし
て， H＝び（股）であるようなscrewlineが以下のようにして得られる．

整関数E(z)を

(3.1) E(z) := ~(1/2 -iz) + ((1/2 -iz) 

で定義し，これを用いてtE罠， zECに対し，

麟）：＝ i区m €—mt -1 •く(1/2-iz) 
E（乞） ,Er z-, 

と定める．このとき，特別な仮定なしに次が成り立つ．
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命題 1.任意に固定された tE恥に対して， 6t(Z)はzの関数としてび（賊）に属す．

Proof．証明の第一段階は， Weilの明示公式を用いて t~ 0, z ECに対する次の表示を
示すことである：

6t(z) = 
i(E(z) + E（芝））
2E(z) 

訊(z) with 

浪(z): = ~ + 
4(et/2 -1), 4(e―t/2 -1) 

1 + 2iz ・ 1 -2iz 
e―izt - 1 ('(l. ¥,'°'A (n) e―iz(t-logn) _ 1 
+ tz : （i―iz)＋こ tz

n(et v 

土［『（口）ー『（~)]
ー上e―t/2[<I>(e-2t, l,厨ーiz))-<I>(e―2t, 1，い］．
2iz 

ここで A(n)はvonMangoldt関数， <I>(z,s, a) ＝区~=o(n+ a)-sザは Hurwitz-Lerch
ゼータ関数である．実軸上では防（芝）/E(z)I= 1なので,6t(Z)がzの関数として実軸上
でび（罠）に属することはこの表示から比較的容易に得られる．詳しくは[3,Proposition 
1.1]の証明を参照せよ． ロ

命題 1 により，任意の tE 賊に対して 6t(Z) の L2—ノルムが定まる．これに関して次
が成り立つ．

定理 1.Riemann予想が成り立っためには，等式

1 
-||6tlli嘔） ＝ーgく(t)
2n 

が任意のtE股について成り立つことが必要かつ十分である．さらに， Riemann予想の
下で汀―1/26:民→ L囁）； t→ '7f―1/2釘 z)はscrew関数 9((t)の screwlineである．

Proof. [3, Theorem 4.1, Corollary 4.1]の証明を参照せよ． ロ

この Riemann予想の下でscrewlineになる連続写像6:良→び（艮）； t → 6t(Z)を
用いると， Riemann予想の下では Hwに一致するような Hilbert空間を無条件に構成
することができるまずの EC戸（股）に対して，

麟）：＝「 ¢(t)釘）dt
-（  

と定めるこのとき次が成り立つ．

命題 2.任意の¢EC戸（民）に対して，冗(z)はだ（賊）に属す．また， P¢ 三 0となるよう
な¢ EC戸（艮）は0に限る．

Proof. [3, Proposition 1.2]の証明を参照せよ．

命題 2によって， C':°（罠）上のノルム II・||。を

1 
llwllo := --3:: l!Pn,;,,I|戸 (JR), (Dゅ）（t):= itjJ'(t)，ゆ ECCOO（阻）．
《

口
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によって無条件に定めることができる．このノルムに関する完備化をH。とする：

Ho:= (the completion of C?（艮） w.r.tII llo) 

(~ PD(C戸（股）） Cび（股））．

この二行目の同型において，右辺のバーは L刊民）での閉包を表し，

PD :=PoD 

とおいたこのとき第1.3節で述べた動機に対して，まず次のような解答が得られる．

定理 2.Riemann予想が成り立っためには，等式

(3.2)||』|6=〈ゆ，心〉w

が任意の心 EC戸（股）について成り立つことが必要かつ十分である特にRiemann予
想の下で，

H。=Hw
が成り立つ．

定理 2は， Weilエルミート形式の正値性という不等式による Riemann予想の同値条
件を，等式による条件に置き換えている． Riemann予想の証明または反証に等式と不等
式のどちらが利用しやすいのかは不明だが，戦略に選択の幅が増えたのは良いことであ
ろう例えば等式が成り立たない心が見つかればRiemann予想の反証になるまた定
理 2は， Weilエルミート形式の正値性の理由，すなわち Riemann予想が成り立つべき
理由を， Hilbert空間のノルムの正値性として説明しているという解釈もできる．

4.結果其の二

定理2はRiemann予想の下で， Hilbert空間HwにHw~ PD(C:戸（股））という非自明
な別の記述を与えるがこれはび（股）での閉包をとるという複雑な操作を含む．そのた
め，例えばこの同型からHwの基底を見つけたりするのは難しい．そこで， Hwにだ（股）
の閉部分空間としてのより明示的な記述を与えたくなる実際それは可能で，以下のよ
うに成される．

4.1.モデル空間．炉：＝炉(C』を上半平面C+= {S<(z) > 0}上のHardy空間とする．
すなわち，印はC十上の正則関数であって

||F||H2 = （supf|F(x +ty)『dm)1/2< CX) 
y>O 恥

を満たすもの全体の成すHilbert空間であるよく知られているように， FEH打こ対し
て股上の境界値

F匡(x):= liII1F(x+iy) 
y→O 

がほとんど至る所で定義され，ノルムが等しいび（罠）の元を定める．この境界値により
定められるび（股）の閉部分空間も同じ H2で表す．（上半平面のHardy空間H2(C+)は
び（股）の部分空間としてのH2の元から Poisson積分により復元される．）

c十上の有界正則関数 8E H00で賊上ほとんど至るところ旧(x)I= 1であるものを
inner functionとよぶ eがinnerfunctionならば8H2Cいなので，直交補空間

/C(8) := H2 8 8H2 

が定まるこれを 9から生成されるモデル（部分）空間 (model(sub)space)とよぶ．
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4.2. Riemannゼータ関数に付随するモデル空間 (3.1)のE(z)を用いて

E（乏）
(4.1) 8(z) := 

E(z) 

と定める． Riemann予想を仮定すると，［2,Theorem 1]によってこの G(z)はinner
functionとなるので，モデル空間 k(e)が定義される．これによって1-lwが次のように
記述される．

定理3.8(z)を(4.1)で定まるものとし， Riemann予想を仮定するこのとき PD(C戸（良））（C
L憚））の閉包は k(O)に一致し，線形写像 PDはHilbert空間の同型

1-lw→k(e) 
を導き，定数倍を除いて等長である．

モデル空間は解析学の古典的対象であるが，現在でも活発に研究されている特に
(4.1)のG(z)のような， Cで有理型なinnerfunction (meromorphic inner function (MIF) 
と呼ばれる）により生成されるモデル空間は，一般のモデル空間よりも良い性質を持つ
のでよく研究されている定理 3の同型を通して1-lwの研究に解析学での研究の蓄積
がどのように利用できるかを探るのは今後の課題である．

5.定理3の応用： HrLBERT-POLYA空間

最後に，定理3の同型から分かる事実を一つ挙げておく．それはWeilエルミート形式
から自然に得られる 1-lwが， Hilbert-P6lya空間の一つになっているという事実である．
所謂Hilbert-P6lya空間とは， Hilbert空間1-lとその上の自己共役作用素Tの組 (1-l,T) 
であって，零点集合rがTの固有値の集合に含まれるようなものである．
Inner function 8で生成されるモデル空間 K(G)上の乗法作用素 Mを，定義域

'.D(M) = {F(z) E K(G) I zF(z) E K(G)} 

上で

(MF)(z) = zF(z), F(z) E'.D(M) 
により定まるものとする． 0がMIFのとき， Mは不足指数(1,1)をもつ閉対称作用素
であることが分かる．したがって対称作用素の一般論により， M は自己共役拡張をも
つ．簡単のため '.D(M)が k(9)で積密であると仮定すれば， Mのすべての自己共役拡
張作用素は0E [O, 1r）でパラメータ付けされ，それらを M。とすれば，任意に固定され
た0E [O, 1r)に対し， k（O)はM。の固有関数から成る基底を持っ．

このような一般論を (Riemann予想の下で） （4.1)で生成されるモデル空間K(G)に
適用すると， Mの自己共役拡張作用素 M7r/2はrを固有値の集合にもち，

1 + 8(z) 
Z-"( 
,'YE f 

が固有関数から成る K(G)の直交韮底となることが分かる 特に (K(e)，M7r/2)は
Hilbert-P6lya空間の一つになる ([3,§6]）．定理 3の同型によってこれを 1-lwに移
せば， rを固有値の集合とするような甘w 上の自己共役作用素 D7r/2が作れるから，
(Hw, D7r/2)もHilbert-P6lya空間の一つになる．乗法作用素Mは1-lw上の一階微分作
用素D: 1/J(t）→ i討(t)に対応し， D7r/2はこれの自己共役拡張である．つまり， Hilbert-
P6lya空間はC戸（股）をWeilエルミート形式で完備化するという操作と，一階微分作用
素の自己共役拡張をとる操作という実に自然な筋道で得られる．
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この様な構成はRiemann予想の下でのみ働くものなので， Hilbert-P6lya空間を特定

することによって Riemann予想を証明しようという従来の目論見には反する．そのた

めSelberg[1, p. 632]が言うように「役に立たない」かもしれないしかしながら，上
記のような Hilbert-P6lya空間の構成は筆者には単純かつ美しく，それゆえに価値があ

るもののように感じられるまた， 1iwは社。として無条件に構成できるし， Dn/2も定
義域と作用の仕方を具体的に記述することにより甘。上の作用素として無条件に構成
することができるので，何かに使える可能性はあるかもしれない．

ついでに一つ注意しておくと， Hilbert-P6lya空間という用語を使う場合は， Riemann
ゼータ関数の非自明零点の重複度が，対応する自己共役作用素Tの固有値の重複度になっ
ていることを想定していることが多いこれに対し，上記のモデル空間による Hilbert-

P6lya空間の構成では，非自明零点の重複度は作用素 Dn/2の固有値の重複度には反映

されておらず，固有値の重複度はみな 1になっているつまり，今回のモデル空間によ
るHilbert-P6lya空間の構成は， Riemannゼータ関数の非自明零点はみな単純零点であ

ろうという予想が正しい場合のみ，よく使われる意味での Hilbert-P6lya空間になる
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