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   ln general quantum-mechan.ical investigat//ons, the problem of the

degeneracy of energy spectra plays an important role. This degeneracy

is associated with the symmetry conditions under which the Hamiltonian

is invariant, and is related not only to the 3-dimensional fuヨユrotation・

re且ection group and the symmetric permutatioll group which produces the

so-called permutation degeneracy, but also to the symmetry group in a

broad sense. The latter type of degeneracy is base(玉upon the fact that

the Sch16dlnger equation for the hydrogen atom actually has the syユnuletry

of the 4-dimensiona工rotation group for the negative energy(bound)states,

and the symmetry of the Lorentz group for the positive energy(continuous)

states. The degeneracy of the system with respect to the quantum number

!is due to the invariance under these wider groups, of which the 3-dimen-

sional rota.tions form a sub-group.1"t) In this case there is an atteヱ皿pt of

generalization of the degeneracy pr'oble・m, which is related to the existence

of groups of contact transformations, developing the correspondence

between the transformations in classical and quantum theories.3)

   We have attempted to員nd a fundamental foundation of this probl.em,

and it is a purpose of the present paper to give one of the preliminaries

to them. In the first part the representations of the in丘nitesimal rotations

in the multi-dimensional space have been obtained, and in the second part

of the present titヱe the energy levels of the 4・and 5・dimensional isotropic

oscillators wi亙i be dete1狐ined in relation to the problem of degeneracy,

and it will be shown that the symmetry group of the Schr6dinger equation

                               (26)                '
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  for theπ ・dimensional oscillator is isomorphic to the 2¢-dimensional unimodu-

  Iar unitary group with (n:-1)-parameters. The essential part of our

  investigations will successively apPear after this second part.

 §1.緒  言

 量 子力學 にお ける縮 退 の問 題は,一 般 にHamiltonianを 不 量 な らしめ る特 定の封稻 條件

に よつ て規 定せ られ,3次 元 の廻輻鏡眠群 や同種 粒子の置換 の鮮 に關係す る場合 と,更 に廣

義 の鮮 に封 す る 不愛 性 に 基 す く場合 とが ある.後 者の 例 としては,水 素 原子 に 嗣 す る

Schr6dinger方 程 式 が負 エネル ギ ー状 態に射 してtt 4次 元 廻縛 群に,正 エネル ギー朕態(連

績領域)に 封 して はLorentz群 に 罵す る封櫓性 を もつ てい る事實で ある1'2).こ の 場合 には

Hamiltonian を 不一攣 な らしめる接燭遜換群の存在 に もとす き,古 典論 と量子論 の翼換 の聞

のi封臆 に注 目 して,こ の 問題 を一般 化 しよ うとい う弐 みが ある3)、

 我 々 はこれ らを更 に皮V・見地 か ら群 論白勺に基礎 すけ,あ わせて その援張 の可 能性 を論 じる

ので あ るが,先 すその序論 として この論文 の第1部 で は,多 次元虹 陶にお ける麺[ql小 廻 幅の

表現 を求 める. しか もその基本 形式 が先 す real definite な場 合 に限定 してお く. Real

indefiniteな 場 合 は相封 論的に披張す るときに必要で あつ て,こ の周題 は改めて論 じる(省

こ¢)主.遮の スピ ノール表 現 につい ては,本 丈末 尾の丈献 ㈲ を参照).以 上 の籔塁 的鱈備 に綾い

て,第Jl部 で は 多項式 に よる衣現 が與 え られ,問 魍を物理 的に具体 化する.そ して一っ の癒用

例 として,4次 元 及び5次 元の等方性調和振動 子の系 をとつて,そ の エネル ギ ー準位の決定が

見 られ る.i・」時 に緬9の 同 遍に立入つ て,一 般 に η次 ノtの等方性振動子 に劉・す るS chr6dinger

方 程 式の群が,(が 一1)筒 の パ ラメーターを もつ π次元 軍模 ウニテール群 に日型で ある こと

を誰 明す る.縮 退 の問題 に封 す る本冷 は この第1「部 に引積い て報皆 する.

 §2。 多次元杢 間 における無限 小廻韓の衷現

 π次 元i盗間 の角速度1の 無限小 廻薄 は,

              a.。+σ 。λ=0, σλrO(Z=μ)      (2ユ)

の 行 列元素・か ら成 る行 列

                 (σλの=一(α μλ)

で劾 す・と醐 來 る.し かも嚇 のろ蜀立醐 は÷ 細 一・)働 つて,そ のすべては…

環 の條件 を満 足す るか ら,乗 法 を父換積の意味 にとっ て環 を構 成 する.鄙 ち交換詞 係と して,

               〔(aλ ge)(aPtV)〕=(aλv),             (2.2)

な らび にJacobiの 關 係:

    〔〔(aλ pa)(av. u。)〕(aPa)〕十〔〔(avσs)(apa)〕(aλpa)〕十〔〔(σpσ)(aλge)〕(avr.)〕=0    (2.3)

                    (27)
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が 満 され る.こ れ らの關係 を渦 足す るLie環 の 表現 は完閉群 の表 現 に同値で あっ て, Lie環

の 一般 の構 成法に從 えば,猫 立 な各覚素 は一一;」〈ベ ク トル室闇 を張 り,氾1な 一次攣 換 に よつ

て正 則元素 の固有 ベ ク トル に分類 する ことが 出來 る。 この場合,環 は 一ド輩 純で あ るか ら,こ

の表現 は既約表現 で ある。且っ 一般 の既約表現 のすべ ては,あ らゆる積表 現 を簡約 す る こと

に よつ て得 られ る5).

 以上 の 蒋 凝か ら,す べ ての可換 な几素の 一組 をと り(こ れ は必す しも最 大可解1扮 一環で は

ないが),こ れ に よっ て尤素の 一次集合 をベ ク トル とみ なして 固有 ベ ク トルに攣換 す る.こ の

場合,物 理的意味 を明 らかにす るために,元 素の行 列表甥の 固有 値が純虚 敬で あ ることに注

意 して,各 元素lc i= i/=1を か けて,す べてHermite行 列 にな るよ うに してお くと都合

が よh.何 れ かの軸 の円 りの廻1專を基 準 でとつて,そ の廻傳 に封 す る固有 値 を考 える場 合,

そ れ をた とえば(α λの にえ らべ ば,

                 i(αλμ.)=r,                           (2.4)

とお くことが 出來 る.そ してすべての元素 を次 の二組 に分 け る.

  1。.   「    〔(aλの@μ)〕=(σ λの

を浦足す るすべ ての元素;但 し レ=1,2,..一 ■,λ一1,λ 十1,_,μ 一1,μ 十1,...,nに 封

して2@-2)箇 が 存在す る.

  20.        〔(αλμ)(αの 〕=o

を浦 足す る元素;但 し ン,π=1,2,...,λ 一1,Z十1,.■., Pt -1,μ 十1,..., Izにi封 す る

晋 匪 ・)(・一・)齢 あ・.

 1。 の 組の ものを

              ÷認 畿鰍}  ⑳
と し,2。 の 組で は

                (av。s)=Cv。s                            (2.6)

とお くと,

               〔Av Bv〕=ro,

            〔Av B,、〕=〔Bv A.〕=・ 一一CVo:,

            〔ASv I"o〕=〔Cv, oc Aπ 〕=ノlv,                         (2。7)

            〔Bv Po〕=一 〔Cv. B.〕=-Bv,

            〔Av/A。、〕=〔Bv B,、〕== O,

の 交 換關 係が得 られ る.

 〔(aλge)(aVsc)〕=0で あ るか ら,以 上 の關 係によつ て,几=i(aPt)に 封 す る固有 ベ ク トル

                  (28)
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に攣 換が 出來 た.更 にr。 と可換で あ り,同 時 に相互に可換 な元素 の組 をとって,そ れ に封

す る固有ベ ク1・ル に憂換 しなけれ ばな らぬ.そ れ には次 元敬 の奇偶性 を匠別 して取扱 うのが

便利で ある.

 aO.奇 激(2nz十1)亥 元 の場合.

 互 に 可換 な 几 を含 む組 の一つは,

          1-o,iC;, .=rl, iCpσ=r2,..., iCτ,り= r幹、_1

と取 るどとが 出來 る.こ の とき ソ,「π;ρ,σ;...,τ,ω の添字 の組 を とれば,最 後にた とえ
       な

ば添字 κ が 一つ残 る.從 つて,

         援:土1烈ll}・ 套:主窮濃1}・ ・一
を そ れ ぞ れ のiCvut, iCP a,..., ic。,eに 封 し て とれ ば,最 後 にAz, B。 が 淺 る.そ こで

こ の ・4毎,β 振,Az, Bzを 夫 々 几 に 勤 し て

         ・4曳,・4望旋,!1賑,.4?,t。, A。陽,..., A馬 五 脱.

         B9.,β 紘,          ,8勉 。, Bgrr:tv

の2 (n -2)箇 を と れ ば,こ れ ら は す べ て 几 の 固 有 ベ ク トル に な り,同 時 にr1,,...,1"'m-1

の 固 有 ベ ク トル に な る.ic,.=rlに 封 し て は,

          A卜G・+げc-,B乱 一青(Cv 'x・-iCscx)

          AL±σ "(CV P十iCπp)土 ゴ(CV a十 げCπσ)

          β揚 一音〔(CV P-ic。, P)土・(α・一・α ・)〕

に璽i換 した もの を用い ると,今 度 は κの添字の次 は ρσか ら始 ま り,ハ にi封 して

              鵡,ゑ 陽,・ ・∵ 遜 セ・

              β乱,β}彪,.,.,β 砦妙

の2(n-4)薗 が 得 られ る,

 こ の ように して,r, ・iCp。,..., r,、ト、切C。 ω に勤 して同橡 の組 を作れ ば,最 後 に

              1-▼?it_1=2Cτω

              ∠1㌘』Cτ"十 ゴ(恥翼

                 1    、

             砕1=万(c 一・c・ez)

が得 られる.こ れ らの各組のベク トルはすべてr,,乃,_,L。_1の 固有ベク1・ルに外な

らない.

 b。.偶 敷(2m)次 元の場合.                t 「 '  一.

 奇籔次元の場合 と異なり,可 換 な組 を作 ると淺 る添字はないから,同 様の攣換によって

                  (29)
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         r,...A肱, Agi.,._.   一,君 駄。,∠L勉り

            、B嘘, B脇,・ ・.・・    ,鋭 ㌔,β 脇

         rl ....    ∠4砺,4拓,_,五 瓠, A軸

                 召沁,・B勧,.,。,B紘,β 瓠

         r"、_1=・ icτ ,e

とな る.こ れで すべ ての攣 換が完 結す る.た だ この場合 に は,Ay., Bxが 含 まれ ない だけ簡

軍にな る.

 そこで一とに得 られたベク トルの積表現を考えればよい..そ の場合に必要な交換關係は塗の

式で輿 へ られ る(但 し ρaに 劉 して η をiCpa=rnに 樹 してAPa= Anと 書 き, A8(eく η)

はeが ρaに 績 く ひφ に封 してic㍉ di =reと 表 わされ るよ うに とつ て あ る):

      〔AU. B葦〕== rn,〔AS. B7〕 ニ■'e,

      〔AS. A{土 〕=O,〔B㌘ Bぞ ±〕=0,

      〔AS土Bl]±〕=O,〔A8+AS,っ=O,〔B7+B?一 〕=O,

      〔r`A系 ±〕=-Aち 士,〔rnA{土 〕=『=A脇 土,

      (■T`B7士 〕:・: B2 ±,〔1㍉Bl± 〕=干B?±,

      〔ノ1斐碑+1)土 〕=.4～;+1)+=〔 瀦 瑚 ‡、〕,               (2.8)

      〔鵡 碑+置)一〕=213蕎 ‡1=2〔23蕎A募 享1〕,

      〔A;.+1瑚 ‡、〕=〔瀦+、 瑚 手1〕=〔1鍛+1、8～評佃+〕=〔 瀦+1B勢+ユ)一 〕=0,

      〔鵡+i∠A蔓""〕;-2/4夏=2〔Z3蕎+1 A男‡1〕,

      〔AP.+113～r+1)ny〕=213ぢ=2〔 β著+1 Z3～3+1)+〕,

      〔ノ1夏+1遵夏〕=∠A:‡1,〔A;.+1B蕎 〕=B守+ユ)+,

      2〔瀦+1AY.〕:・: A:rp,,2〔 β鵜 瀦 〕瓢β～,+1)一.

 偶 数 次元 の場合 に は κの添字の項 は考 える必要が ない.以 上の交換 關係 を考慮 すれ ば,前

述 の攣換が すべ て猫立 な固有 ベク トルへ の攣換で ある ことがわか る.し か も各 ・々 の ベ ク トル

は無限小廻縛 の 一つの既約表 現で あ り,從 つて廻曹群 の既約表現 に外 な らなV・.

 §3. 4次 元 及び5次 元空間におけ る表現の構成

 本 節 で は問題 を更 に具体化 するた めに,奇 撒及び偶撒次元 の特殊 な場 合 にっいて表現 の構

成 を進 める.

 a。.2m十1==5次 元 の場合.

 与衣 元室 闇にお ける.積表現 の既約 な形式 を求 めるに先立っ て,3次 元 室 間の場合 と同様 に

                   (30)



             化 墨 研 究 所 報 告 第 二 十 六 集  、

(2・8)の 交 換關 係 を用や て銑約表現の 一一・maの形 を求 める.例 えば任 意のベ ク トル .9に 環 の元

素 を作用 させ る ことは,        -

              A甚==〔A9〕, BA.9= 〔B〔A艦〕〕                    (3.1)

の 意 味で あ る とす る. 、この演算 の場 は 〔A9〕=・ rnatrix' A・eで あ る. Jacobi・ の 恒等式 を用

い る と,(3.1)¢)右 邊 は(2;8)の 交 換關係 を用い て,演 算子BAを 猫 立に取 出 して攣形 して

も差 支ない こ とが判 る. ,

以 上 の鞭 拷 慮 して・ 、,,. 、,  、

           ro=iCi2,∫'1=ic34,∠1重,!1藪, Bま,13藪

に加 えて    tt        ' tt '「  =

           且協+・ α・≡姻 一÷(C3r,-ic4s;)≡β

とお く.几 の最 大 固有値のベ ク トルの 一っ 苫をとれば,

                ro芭=λE, B甚=0                            (3.2)

で あっ て,1'1をr。 と同時 に主封 角的になる ように!ミク トルeを 選 べば ,

                  '1'19=μ 筈                              』(:3'.'3)

が 得 られ る.α,β を作 用 させた ベク トル に封 するr、 の關係 は3次 元 の場 合 と同様で あつ て,

几 の固有値 は不攣 で あるとす る.

 この ときP,q, rを 正 の整数 として,た とえば

             〔繭9ε=〔塑 麹 ・9〕…〕
                    a回

と 規 約 す れ ば,

  1ヌ藪〔∠45〕P〔∠【ま〕qg "-q{2(λ 十 μ)-2(q-,1)-2P}〔 五5〕P〔∠4表〕9一寒

           幸(P-])(A・,・)・ ・一・(A・) (' Aas 一・ρ〔乃・〕P・-1〔聯 ど (・.・・)
一 β 壷〔

・1,〕"(Ai、 〕「g=-r{2(λ 一 μ)-2(卜1)-2P}〔 五,〕2'〔飼 ・一・甚

           幸(P-・)㈲ ・一・〔A・・)・AmeTP〔君・〕・-1嚇 磁:1(31・b)

  B・〔.45〕P〔砧 〕・〔乃説 一壷(P-1)〔 乃・〕P-1〔五ま〕q〔五藪〕rε   .、.1

           -P(λ 一q-r)〔!1・ 〕四 〔A表 〕9〔砺 〕「g+q〔A、 〕1'〔五壷〕四 〔塩 〕「aX

           十2名 〔Ar,〕P〔Ak〕e〔4藪 〕勿一1βε一2α7〔 ∠4ま〕e一1〔∠【藪〕'1-1〔∠乳5〕P+1} .(3.4c)

  α〔∠15〕pm〔A.+.〕(1〔Ai,〕「x=-2r〔A,t〕pm+】 〔A"〕e〔 ノ1藪〕「rl g,

           +P〔A・ 〕"}1〔4轟 〕?+1晦 〕望考ナ 〔A〕"〔 導 〕a〔毒 γ ・9  (3.4d)

  2β 〔ノ15〕P〔∠4壷〕e〔∠4藪〕「g..一 一29〔A,〕?+1〔A$〕97i〔44票 〕「g

           ÷P〔Ar)〕P-1〔Aま 〕e〔ノ4藝〕「+ie十2〔 ∠45〕P〔∠4表〕e〔A誠 〕「βど "(3.14e)

                    (31)
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が得 られ る.こ れ らの環の表現の 一次 ベ ク トル室間 を考 えた場 合 に,固 有値 の最 大の ベ ク ト

ルの一つ,た とえば 葱に ・蟻 を作用 させ てゆ くと,

                  〔温圭〕9ε半0

で 〔Ali〕eti gは 他 のベ ク トルの和にな る場合が老 え られ る.そ の場合 に は 几,ア1の 固有

値 の異 なる ものは猫 立で あるとみ な され,〔 磁 〕e+憎 はre, rlに 封 す る固有値 の同 じもの

の和:

    ㈱ ・胞一暴〔鋤 晦 瓢 〕・計黒輿 〕噸 訊 ム〕嘔1甥

とな る.從 つ て固有値の條件か ら容 易に右邊第2項 のaを 含 む項 の みが残 る ことが判 る.そ

こで αど=0と な るよ うに9を 選べ ば,

           r・9-・9, B・g…,β ・・1目 ・一一寺

を満足する宝数 彦が存在する.ζ のとき αの巾は含まれてお らす,結 局

                 〔∠4ま〕9+i芭=:O                              (3.5)

が得 られる.Blを 左乗 して も恒等的に0で あるから,

                  λ十μ篇q                           (3.5a)

となる.温 蕊の巾についても同様に

                〔!1藪〕「+iβeど=0                       (3.6)

及び

             ・一・一・+ち・一・・μ一一'・   (・…)

この とき(3.5)に βを左乗 して

            〔!1壷〕a+1β甚一(¢十1)∠4s〔∠4詣〕e}==σ.                 (3.5ノ)

更 に βを左乗 し,B由 を作用 させ ると,

              q(q十1)∠45〔 ∠4虫〕a-iβ甚=0                   (3.5")

が 得 られ る.qt-Oの と きは

            ∠4r,〔Ak〕e-1β9==0, ∠45〔∠4表〕eβ9=0

で あ るか ら,β 藪 を左乗 す ると

                 〔∠4表〕σβ2ど=0

と な る.〔 ノ45〕2〔乃詣〕「iB9=0も 明 らかで あるか ら, Bkを か け て,

              〔.磁〕9イ1β苫=tAr)〔ノ4ま)e芒

を得・る.こ れ を(3.5ノ)と 組合わせ ると,q幸O, t≦1で,

                 〔A該〕a+iβe=O

の 得 ちれ ることがわか る.故 に

                   (32)



            化 學 研 究 所 報 告 第 二 十 六 集

                βg=O,t=O                     (3197)

               矩 纏ll}   (…7・)
但 しこの場合,q= rで あ るとは限 らない.又 .〔ノ4蕊〕惣 にAltの 演算 を重ねて いつた ときの

極 限は4と な り,〔!1表 〕e苫に封 して 〔Aab 9〕 の極 限はrと な為.更 に1%を 〔.骸〕e〔轟 〕「

に作 用 させ た ときの極限 は,最 高巾がq・ ・rと なつて,

          〔∠4ま〕e-k-〔A葱〕e一LA〔Ar, )2 L' 9 =〔A蕊 〕e〔∠4護〕e}                 (3.8)

          ・+・-P・ ・一・…q・・一… 一静+q)  (・・8・)

及び

           〔ノ1ま〕e-L-〔ノ4露〕9一t〔ノ15〕k+i}=0 (ん=卜1)                  (3.9)

が 得 られ る.   /'/

 この ような制限 は最 高 巾につい てN"あ っ て,最 高巾(3.8)を 作 るよ うに,苫 に ・45,磁,Ai

を乗 じてゆ くと全部 の表現が得 られ る.そ の猫立 な箇敷 は,

        P拶+…+(q+・)・ 一(q+1)(q+・)(・q+・)  (・…)

で輿 え られ る.

 9;O,'手0の 場 合 に は,aX =oの ベ ク トルにi封して

               !1蕊甚=0, ノ1訂β'ε=0

で あつ て,

                ・-il-1・ 一?x     (…P

が得 られ る.こ のときには

            離:三論 〔鷲:1。 。}'(…2)
とな り,最 も簡輩な場合は

                賑 急〕   (…3)
で,几,ハ の固有値はそれぞれ

            噸 ・〔勃  一
で與 え られ る.α9 ・py=0の 場 合の裁現,(3.12)の 表 現 もす べて(3・. 13)の 積 表現 を簡 約す

る ζとに よつ て得 られ る.(3.10)に お けるq=1の 場 合 は,5次 元 室 間のベ ク トル を,(3.12)

                  (33)



      鳴海 ・中右:多 次元空聞における角運動量の量子化につ)・て(第1報)

のt, E2の 場 合 は5次 元室間 の双 ベ ク トル を與 え,直 接 几, rl,・45, Bi,, AS, B毒,α,β

の10箇 の 表現 になつてい る.積 表現の簡約 は,た とえば

            sエ × ゆよ=④ ナ十EE)F十 隻)8
             2       2

 1  』・ ' ・lf町 × 町=竈+手 蟻++④'

                ヘニ                         ガ

で與 え られ る.但 しED,は ベ ク トル,91)は2階 の反肇嬬 テン ソル, Dは2階 の野稻 テ ン ソ

ル を意味 する.

似 上 の ように して任意の 奇勲次 元室間の無限4・廻縛の去現が 常 に構成 され る.

 bQ.2m=4亥 元 の場 合.

 偶 敷 次元 の例 として4次 元室圃 の場合 を とれ ば,8組 の 交換 關 係か ら κの添 字に關す る部

分 を除いて,

             ro,1'1,∠4叢, Ai,B重,β 葱

の6箇 が残 る.交 換 關係 は'

        欝 藷:騰急㌦_} 一
で與 え られ る.こ の ときベ ク トルBMを 耽 又はAStに 移 す演算 子,及 び 磁 をBg,又

は ・触 に移す演算子 は環の元素に はなV・か ら,一 般 に表現 は二組 に分 け られ る.師 ち双 ベ ク

トル 几,ハ,ASt, Bltは β蕊か ら出獲 して作 る ことが出來 ないか らで ある.

 積 表 現 を簡約 した ときに現 われ る虹約表現 は5次 元 の場 合 と同 じように最大 固有値 のベ ク

層トル 苫か ら出獲 して
,

        AS+B駐 ε(f'=O,1,...,ク;彦=0,1,_, q)

とip .b,(P十1)(q十1)箇 の 表現 の基底 を得 る ことが出來 る.固 有 値 はr,,1"1に 封 して,

               R十 μ=P. λ幽一xk=・q                      (3.15)

或 い は

             ・一÷(P+q),μ 一吉(P-・) ・ (…5・)

が得 られる.P=O. q=0の 場合はそれぞれ3次 元の場合と同檬に,

               q=O:A鼎 ～ ～醜。

               P=O:!1房 り～～め醗

となり,積 表現は

               窺 ・×勉・ド ⑤鍼・

印ちP=¢=1の ベク トルを作ることになる.從 つてPFFqに 封 して一般 に

              ④器 ～(au+bv)e'(cx+dy)9

                  (ミ4)
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で表わされる.同 檬 に

     、'勤 幽 ～1(au一 吻)1'(cx+⑳9+(au'+b・)・9(・ 牡 吻)P l 、

も既約表 現 にな る.た とえばP=1,q=0の 場 合 は双 ベクFル で あつて,環 の直接 の表現 に

なっ てい る.叉 その積表現 の簡 約 は一こ般 に

    簿儂)×D(7ygt22)=⑤ 登。×S・Z+EDg・ × 簿・君〕×〔秘 ・×D・tE'+④ 睾'・×ES)・翌'〕

         =Σ ⑤(P十,♪'  . 9十ワノ 2  -z・  2 -・ア)+Σs(響一尾響 一の

で 與 え られ,正 の 整 轍 痘.k, hは そ れ ぞ れ,0≦i≦p, pt;0≦ ブ≦q. qt;0≦le≦p, qt;

0≦h≦q, ptで 限 定 さ れ る.似 下 第 π祁)
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