
ソリトンを持つ非線形分散波動のカオス

メカニズムが存在していることが数値計算からわかるoしかしながら,散逸系の場合はrQt

の項の効果によりlog∂Sを減少させようとする傾向も存在するから,系がカオスになるか

どうかは,ソリトンの衝突による寄与と散逸項の寄与という相反する傾向の競合の結果とし

て考えなければならない｡

前述 したモー ド間のエネルギー交換が生 じているかどうかを調べる一つの方法は,かって

フェルミ達の行なった有名な再帰現象の発見の数値実験の方法を非線型なノーマル ･モー ド

を出発点とするために拡張して,前記の摂動を加えたサイン･ゴル ドン系について調べてみ

ることである｡紙数の関係で詳 しい記述を省略するが興味をお持ちの方は文献 1を見ていた

だきたい｡

我々の結論は,摂動を加えられたソリトンが相互作用することによってカオスが生ずるこ

とがあるということである｡そもそも t'ソリトン"というのは非線型系におけるコヒーレン

トな性質を担っている典型的な実体であると考えると,この結論は多少奇妙にきこえるかも

しれない｡しかし非線型性がなければカオスは生じないし,ソリトンというのは系の非線型

性をもっとも具現化しているということに気づけば,この結論はむしろ大変,自然なことで

あることがわかる.我々が調べたのは限られた例であったが,しかし一般に無限自由度系,

特に空間依存性のあるような物理量におけるカオスを問題にするとき,空間的な不均一構造,

特に欠陥,渦等の役割を見落としてはならないだろうということはこの経験からすぐに気付

くことである｡カオスの発生における空間の不均一性や非線型励起の役割についての研究は

これからの課題であると思われる｡以上,短い紙数で書き落とした点,不明な点については

文献 1を参照されたい｡
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§1∴ はじめに

無限自由度のソ.リトン系が可積分だということは驚くべきことではあるが,一般にそのよ

うな系は特別な場合である｡従って,その可積分性が摂動によって破れた場合,ソリトンが

- 7 1 -



野崎-洋

どう振る舞 うかを調べることにより,ソリトン概念を一般化,かつ物理的に豊かにしてゆく

ことが重要と思われる｡すでに,ソリトンの安定性,粒子性が多種の摂動に対 して成立する

ことが調べられているが,ここでは3次の非線形シミュレ-ディンガ-方程式に外部より周

期的摂動が加わった系を考える(同様の議論がサイン･ゴル ドン方程式のブリーザーにっい

ても行えるがすでに公表されているのでここでは取り扱わない1.))｡この摂動に対 して,ある条

件のもとで,ソリトンがカオス的に振る舞 うことが示される｡ここで, ｢カオス的なソリト

ン｣あるいは ｢ランダムなソリトン｣という概念が,ソリトンを記述するパラメータのカオ

ス化という形で明確に導入される｡さらに,このカオス的なソリトンにより,ランダムな位

相をもつ小振幅の平面波が励起されることがわかる｡そして,この系のエネルギー ･スペク

トラムが,ソリトンパラメータの統計的性質を使って計算される｡

§2. モデル方程式

非線形シュレーディンガー方程式に,線形成長,非線形減衰,散逸項,周期的外場を付け

加えた方程式2)を出発点にとる｡

qt- iqu12ilqF2q- (81-62lqF2)q･83qxx一%n!_∞ elnWot (1)

但 し,0<ej≪1(jj),1,2,3),a,0-2打/T｡
(1)の最後の項は,他のモー ドとの相互作用を解析的取 り扱いが容易になるように理想化 し

たものである30)この初期値問題を解く摂動法は種々提案されているが号)摂動の1次までに限

ると,今の場合,同じ結果を与える｡逆散乱法を使 う摂動法では,場の量 q(x,i)を散乱デ

ータでパラメータ化 して,そのパラメータの時間発展を摂動法で取 り扱う｡初期に1つのソ

リトンのみが存在する場合を考える｡このような初期値を選ぶ積極的な理由はないが,多く

のソリトンがあっても,充分時間が経っと各 ソリトンは充分離れて,その間の衝突がなくな

ると考えられる(無限区間の場合)｡そうすると, ソリトンは4つのパラメータで記述でき,

その時間発展は,摂動の1次までで,次の方程式によって支配されることがわかる｡なお,

非ソリトン部分も励起されるがその大きさは小さく(0(㌔)),ソリトン部分-のはね返 りは

無視でき,その小さな非ソリトン部分にっいては後で議論する｡

ギtニー晋 +27le11 86272/3･E3(472/3･p2/72))],

炉 晋 ,

-72-
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pt-一芸 +2plE.1 86272/3･E3(472･p2/72))],
∂H

xt=有 '

ここで,

H--4獅 十p2,72-号f(i,sech上告 Icos+,

f(i)-一㌢s einqt- -吉o∑♂(i- T)on

パラメータ(甲,少,p,X)に対応するソリトン解は

qs(a,i)-12iqSeCh(2符(x-X)iexp[i((p/7)(tr-X)一両 ], (3)

で与えられる｡摂動のない場合, (2a)-(2d)より,

少(i)ニーa,st+直0), 符(i)- 7(0),

X(i)-(2p/7)i+X(0), p(i)-p(0),

a'9 -4で2+(p/7)2,

を得る｡従って,ソリトンは,固有の摂動数G,Sで特徴づけられる内部自由度と,速度 2p/ヮ

をもつ並進運動の自由度をもつ2自由度系として取 り扱えるoej≒0 (j-1,2),80-0の
場合,成長と減衰項がっ り合って,次のような平衡パ ラメータが得られる≡)

① 63≒0,72-361/(4(262+63)), p-00

④ 83- 0,で2-361/862… 甲.2,P -P(o)0

①の場合は,十分時間が経つと,ソリトンの速度が消えるので,ソリトンの速度が有限とい

う意味でより一般的な④ の場合を取 り扱 う｡

§3. ソリトンのカオス化

pの代わりに速度パラメータ リ…-P/27を導入し,§2で定義された④の平衡値 (qo,リ｡)

からので,〃のずれ号,7 (≪1)を使い,∂一関数の列を積分すると,次の差分方程式を得る｡

qn.1-e-r(Tn+'E｡Sin九),
ち.::::■■コ

+n.1-鶴-wsoT-Ksimれ-8Th o㌔(1-e-r)/I,+uoTn),
′■l■′
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Tn.1-Vn-(V｡/70)'E｡Sin九 ,

x n.1-Xn-4yoT+4(〟./70)̂EoTsin九-47nT,

ここで r -4elT, す - ギー 7., 7-y- yo, 7.- (361/862)1/2 ^ 打･ eo=盲eosech

(7".h｡),also-4(符.2+〟.2),K-87｡̂6.T((1-e-r)/r+(〟./符｡)2),鶴 -少(nT),

Xn-X(nT).マップ(4)のヤコピアンはexp(-Il)<1(Il>0)であるので,このマップは,

位相空間の体積を縮小する｡ (4a),(4b)は レ0-0の場合,ス トレインジ ･ア トラクターの

モデルとしてすでに研究されているマップと同じになる3.)(4b),(4C)はハミル トン系の標

準マップ6)と呼ばれ,広範に研究されているものとほとんど同じである｡また,Xは4,と似

た発展をすることもわかる｡以上のことからマップ(4)の次の性質が容易に推定され,数値

計算によって確められる｡

① パラメータ空間でカオス的軌道の発生する条件I.･- 1Kl>1,つまりE｡T>0(1)｡

この時,二つの隣 り合 う軌道間の距離は指数関数的に,速度 h-(lnlKF)/Tで時間ととも

に増大するo +nの列はモー ド2打で,位相相関時間 Tp-A-14 /lnlKFの後,ランダムとな
る｡つまり

<ei7(i+T)e-i7(i)>-e-rTI/Tp (5)

/I:i./
ここで4,-少+a,sot,<->は時間平均または,卯 ま初期値に対するアンサンブル平均であ

る(少のエルゴー ド性が成立｡)｡

@ この時,γの拡散｡

拡散係数は (4C)よりD-(yo/qo)26̂02/Tpで与えられ,その特徴的時間は, TD-yo2/D～

T/602で評価 されるo簡単化されたマップ(4)はT<t≪TDの範囲で有効｡

④ lKF>1に加えて,r>1が成立する時,再まその平衡値 7｡付近のストレインジ ･ア トラ
クター上に分布する(図 1).

④ ソリトンの中心位置Xは,速度パラメータVの拡数に伴い,平衡軌道x-14yotか らラ

ンダムにそれてゆくo 平均的なずれは くく△X,2)i/2-Ji<(4△リ)2,I/2dt-号DV2t3/2で評
価できる｡

このように,ソリトンを規定するパラメータが,カオス化する時,そのソリトンを ｢カオ

ス的なソリトン｣と呼ぶことにする｡
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図1.

lKI- 41･9,p- 610の場合の (す,少)面上の軌道

§4･ ランダム位相の平面波

カオス的なソリトンの発生と同時に,種々の非 ソリトン的自由度の励起が起こるが,充分

大きな時刻 ti, ソリトンから充分離れた空開位置でも有限な非 ソリトン場を考える｡そう

すると欄 の最低次の近似までとることにより,次のような,ソリトンのランダムな位相
を起因とするランダム位相をもつ平面波の集合が得られる｡

gc(x,i'和事 ±lFQn･S(fn,S)expト jI,2fn,S)2汗 2fn,sH｡
×exp[2iI(fnlS-2yo)x-刷 , (6)

i=ウ｣i:コ

但し,Qn,S(i)-言fcosec頼 (卜 2yo)/2701/(i+isyo)2/(- 02- 702),fn,士1-yo+lnwo/4-〃02-2702)1/2(TE号同]11B),x～-x+軸 o こ こで-共鳴条-f-nwoー2wso,聖-4f(i-2レo)の2根であるo また, (6)のsklレ､ての和は,3-+1の時,
ク(∬→X)≫1,9--1の時か(-≪-1の領域でのみ考える｡従って,励起された平面
波は,いづれ も-ソリトンから離れて行く方向-していることが容易に確められる.励
起された平面波の最大振幅は,その波数(2緑が,ソリトンの特徴波数(2yo)の倍の付近
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で実現されることも容易にわかる｡

§5. エネルギー･スペクトラム

カオス的なソリトンと,ランダム位相の平面波のエネルギー ･スペクトラムが,T<t≪

･Dの領域で,声,x～の統計的性質を使って計算することが出来るo 結果は,

ソリトンに対 しては

2

S(k,W)-号sech2(W(k-2yo)/47oIAws/tas2+(Awe)2),

平面波に対しては

sc(k,a)- 号 (eo/T)23=q l 写 iQn,S(fn,S ) F28 ( k -2f n,S )Aw e/ tac2+ (Awe)2) ,

ここで, Aa,3-2打ab(lnIKr+9(k)),As-a,+4V｡k-a,S｡,ac-W+4fn2,9, Aa,C-2万a,.
tlnIKr'+9(2fn,3-4リ｡))｡但 し,次の半経験的な関係式を使ったO

-FTVT,/
< e2i7(汁丁)e-2i7(i)>-e ,

<e ikX(汁 T)e-ik′支(i)>-(2W/L)♂(k-k,)e-3(州 /T,

く eia支(i) eib7(i/)>-0,

ここで,弓-T/lnIKl'-Tp,Lは夏のとりうる範囲,a,bは0でない定数,9(k)tまkbミあま
り小さくない限り,ln匿は 同程度の大きさをもつ｡ソリトンの周波数の拡がりは小さい (

Aa,9-a,o)けれども, 1つだけのソリトンに対 して起こりうることに注意 したい｡

§6. おわりに

もともと無限自由度の系を, 1つのソリトンに着目して,摂動法により有限自由度の系の

問題に帰着して考えたので,ここでの議論は,ある有限の時間範囲でのみ有効である｡ソリ

トンパラメータに対 しては特異摂動法の考えが使われているので少なくともt～0(E~1)-o

(T)(カオス化する場合)で有効であり,t～0(612)- TDでは高 次 項の影響を考慮 しなければ

ならない(これが,簡単化されたマップ(4)を使った理由の1つでもある｡)｡非ソリトン部分

については,その制限が明確ではないが,少くとも,T<t≪0(√2)を満足しなければならな

い.線形成長の効果が0(E)の場の量の変化に,どの時間スケールで効いてくるのか,現在の

段階では,はっきりしないが非ソリトン部分の大部分は波束の形で励起されるので,t～0(6~1)
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程度までは強い分散の効果 (0次)による減衰が,0(6)の線形成長を上まわると考えられる｡

いずれにせよ,この間題の明確な答はソリトン系の摂動理論の今後の発展によって与えられ

ると思われる｡また,それにより,無限自由度のソリトン系においても,K-A-M面の よ

うな準可積分面の存在が,ノ､ミル トン系になる場合には証明されると期待される｡
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非可積分系の弧立波とカオス

静岡大 ･教養 長 島 弘 幸

1. はじめに

非線形分散波動においては,従来からKorteweg-deVries方程式や,変形されたKortew-

eg-deVries方程式 といった完全積分系は非常に詳 しく研究 されて来た｡これらの完全積分

系以外の非線形分散波動方程式は,どのような特徴を有 しているのであろうか ? 一つの簡

単な,かつ物理的意味の有する非可積分系は次の様なものがある｡

ut+uux+ (1-9)∂2u3x-∫γ2u53-0 (1)

ここで,添字はそれに関する偏微分を表わす｡また ∂2とγ2は数値計算の便宜上それぞれ

4.84×10?,7×10~7とする｡

∫ -Oの場合,方程式 (1)はK-dV方程式 となり可積分系 となる｡また ∫- 1の場合は

K-dVの3次の方程式の代 りに5次の分散項を有する波動方程式 となる0

この場合 ∫-o以外は方程式 (1)は次の三個の多項式型の保存密度を有す｡
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