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同様の qα, qp-相転移は,バンド･クライシスにおいても発生し,qα一相転移は,非双曲

的なアトラクターでは常に出現 し,他の種類の q-相転移もア トラクタ｣の構造に応じて現れ

ることがわかる｡ (詳論は,準備中の論文を参照ください｡)なお 1.次元写像においてもこの

q一相転移は存在するo

講演では,この他このポテンシャル¢(q)とj(a)の関連についても述べた｡これよりAn(q)の

相転移はf(a)kも現れることが予想される｡また,め(q)はアトラクターに含まれる周期点によ

って記述されることにも触れた.これらについては T.Moritaetal.,Prog.Theor.Phys.

79.No.2(1988)を参照下さい｡

34. ノイズのある強制振動 duffing方程式

の示す リミットサイクルーカオス転移

東工大･理 小 野 雅 也,椎 野 正 等

§1 は じめ に

カオ スを起 こす系 に対 する熟浴の影響を､ 熟擾乱 として あ らわに取 り入れ たと

き､ それに よって系の振舞 いは如何 に変化す るか｡ この間題 を明 らか にす ること

は､ 実験室系 などのたえずノイズにさ らされている系 と､ ノイズが無 い純粋 な系

との対応 をつけ､ カオ スに対す る知見 を新 たな視点 か ら得 るという意義があ る｡

すで にこの問題 に関 してい くつかの研究 が行われて きた｡ たとえば､ ∫.P.

C∫utchfie1dとB.A.Hubermanは､ pe∫io d do u

b1inど bifu∫cation type の リミッ トサ イクル ーカオ

ス転移 におけ るbifurcation gap の存在 を発見 して いる (1)｡

また､ 津田､ 松本 は､ B-Zモデル の一次元マ ップにノイズを加え ることに より

カオ スが消失 した事例 を報告 している (2)｡

ところがその一方 で､ ノイズの加わ ることによる系の変数の分布 関数 を考慮 し
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｢カオスとその周辺｣

た場合､ その系は時間無限大の極限において､ 軌道上に広がった唯一の定常分布

を持つことが知られている (3)｡ この定常分布はたかだか周期的に振舞 うので､

その平均値もまた周期的である｡ すなわち､ 時間無限大 まで時間平均を取 ると､

たとえノイズの無いときの軌道がカオスであっても､ ノイズの加わった下ではカ

オスは存在 しない｡

これをPoincar6 map上で見てみよう｡ まず軌道がリミッ トサイク

ルの場合､ ノイズが無いときのPoincar占 mapは点であ り､ これは時
間を無限大にしても変わ らない (図 1- 1(a))｡ しか しこれにノイズを加えると､

軌道が幅を持ちPoincari mapも少 しぼやける｡ そ して時間を無限大

にすると分布関数が軌挙上に広がるため､ Poincar占 mapもまた広が
る (図 1- 1(b))｡ これと同様の軌道上の拡散はカオス軌道に対 しても起こるの

図 1- 1 Po i∩car占 m ap (リミッ トサイクル)

(a) ノイズの無いとき
時間無限大

(b) ノイズのあるとき
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図 1-2 Poincari m ap (カオス)

(a)ノイズの無いとき
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で､ Poincar6 m apもぼやけて しまいカオスは観測されな くなる く図
1-2)｡

しか し､ ノイズが小さ く､~有限時間内の枕測における分布の広が りが軌道全体

の広が りに較べて小さいときは､ 分布の広が りよりも大 きな空間スケールにおい

て系を眺め ると系は決定論的に振舞 うように見える｡

以上の考察 より､ 先に挙げた､ ノイズによるリミッ トサ イクルーカオス転移の

例は､ ｢定常分布 に漸近する途中における大 きなスケール上での分岐｣としてと

らえられる事がわかる｡ ここで言う ｢分岐｣は､ 定常分布 を考慮 したときには起

こらない現象なので､ 通常厳密に定義されている分岐とは異なる見かけ上のもの

である｡ すなわち､ 有限の組測時間内において､ ノイズのわずかな増加が､ 単に

軌道をぼやけさせるのみならず､ 大 きなスケールで見たときにその軌道の安定性

をも変化させて しまう現象を指 している (図 1-3)｡ この､ r大 きなスケール

上での分岐｣ の機構を､ ノイズが無い場合の分岐の仕組みと対応させて明らかに

するのが本研究の目的である｡

議論の対象 としては､ 強制振動Duffi∩g方程式にノイズを加えた系

k'+a立+bx+cx3=vcos (ut)+叩 くt)

< q (t)叩 く七一)>=2D8 く七一も~)
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｢カオスとその周辺｣
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図 1-3 大 きなスケール上での 分岐

(a) ノイズの加わ った場合も､ 有限の姐測時間内では､ ノイズの大 きさよ りも

大 きな空間スケール上で系は決定害鳥的に見 える｡ (この領域は時間無限大の極限

で消失 する｡ )

(b)決定論的な領域内における､ ノイズ レベルの増減に 伴う系の分岐を､ 大 き

なスケール上での 分岐 と名付ける｡

を取 り扱う｡ この方程式はノイズが無 い場合にカオスを起 こすパラメーター領域

やカオスへのルー トについて多 くの研究がなされていて､ ノイズの影響を考 える

のに適 している系の一つである.(4,5,6､ 7)｡ 本研究では､ ノイズの無い

場合の軌道が リミッ トサ イクルのもの とカオスのものとについて (1)式をその

ままシ ミュレー トして得た軌道を相関次元解析等によって調べた｡ また､ 系の分

布関数 をそのまま取 り扱 う一つの方法 として､ Gauss近似によ り分布の平均

悼 (すなわち最も確か らしいバ ス)の振舞いを求めた｡ さらに､ この リミッ トサ
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イクル ーカオス転移が現実の系においても存在するのか否かを調べるために､ ア

ナログ回路によるシ ミュレーションも行った｡ 以下ではその結果について報告す

る｡

§2 大 きなスケール上での分岐

2. 1 数値シミュレーション

(1)式の代わ りに､
●
Ⅹ=y

予=-ay-bx-cx3+vcos (uI)+〟 (t) (2)

< 符 (t) 〟 (t~)>=2D8 (t-t~)

をRunどe-Kutta-Gi1l法により計算する｡ 但 し､

a=1,b=-10,C=100､ u=3. 5

V=1.45 (D=0でリミッ トサイクル)､ 1. 55 (D=0でカオス)

とし､ ノイズ 符は､ 平均 0､ 分散 2D のGaussian white

no ise を仮定 している｡ 実際の計算では､ 各積分ステップごとにDに相当

する大 きさの乱数 (平均 0､ 分散 〔2DX (根分の刻み幅)〕の正規乱数)

をxの値に加えている｡ この計算によって得 られた軌道について T=27t/u

ごとにPoincar6 secIionを取 り (今回は 10000点)､ そ

のmapの相関次元 を求めた (8)｡ それ らを図2-1-2-7に示す｡

(a)図に示 した各点に対 して cor∫e1ation integra1

1

c (r)= ｢ 持 た jH (r一 日Ⅹi-Ⅹj‖)

(Hはヘビサイド関数 ;Z≧0ならH (Z)=1､ Z < 0ならH (Z)=0)

を計算 し､ その距離依存性が､

C (r)～ rd

の時､ 指数 dがmapの相関次元になる｡ このdの値がPoincar台 se

ctionを取 る位相によらないとき､ もとの軌道の相関次元は
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図 2- 1 (a)Poincaremap

〉=1.4500
D=0.00000000

図 2-2 (a)Poincaremap

〉=1.4500
D=0.00000100
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｢カオスとその周辺｣
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図 2-3 (a)Poincaremap
r..I.-.......-.-..It*+-fI4I-II+III～+-++I-tLAI-AB一
章V=1.4500
;D=0.00001000

図2-4(a)
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｢カオスとその周辺｣

(b) c or r e l a t i on integ ral
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図 2 - 5 ta)Poincare map

〉=1.5500
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図 2 - 6 (a)Poincare map

〉=1.5500
D=0.00001000
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図 2 - 7 (a) Poincare map
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(b)co r r e l a tion i n t e g ra l
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で与えられる｡ C (∫) とd (m apの相関次元)の､ 距離依存性をそれぞれ固

くb)と図 くC)に示す｡ (距離 rは対数 目盛 りで書いてある｡ )

これ らより､ Ⅴ= 1. 45の場合は､ ノイズの加わることによって単に軌道が▼ヽ

ぼやけるだけでな く､ ノイズによるぼやけより大 きなスペース上においてもm a

pの状態が変化 し (リミットサイクル-カオス)､ それに伴って次元も変化 して

いることがわかる (図2-2-2-3)｡ これに対 して､ Ⅴ=1. 55の場合は

単にm apがぼやけるだけである｡ (図2-5-ナ2-6)どちらの場合も､ ノイ

ズが大 きくなるとm apは完全にぼやけて しまう｡ (図2-4,2-7)この結

果は先の図 1-3の考え方と合っている｡
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｢カオスとその周辺｣

2. 2 Gaus s ian-deco up 1 e 近似

§1でも述べたように､ ノイズの小 さい場合は､ 系の分布関数の広 が りもまた
小さい｡ このとき､ 分布関数は鋭い単峰形を しているであろうから､ この形をG

auss分布で近似することができる (9)｡ すると (2)式の位相平均を取 っ
た式は以下のモーメン トに関する連立常微分方程式にな る｡
■
< Ⅹ> = < y>
●
< y> =-b< Ⅹ>-a< y>-3C<Ⅹ><x2>+2C< x>3

+Vcos くui)
●
< x2>=2< Xy>
●
< y2>=-2a< y2>-2b< Ⅹy>-6C< Ⅹ2><Ⅹy>

+4C<Ⅹ>3<y>+2<y>Vco s (u t)+2D (3)
●
<xy>=-b< Ⅹ 2>-3C< Ⅹ2>2+2C < x>4+ < y2>

-a< xy>+<x>Vcos (u t)

図 2-8 く3)式の シ ミュレーシ ョンに よる位相 図 V=1･45

(L. N:Lyapunov num ber)

(a)リミッ トサイクル

D=O｡0000

LN= 一〇.1283 !｡..)I一I一I一1I一∫IIIIt くX)
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これ らの方程式を計算すれば､ 近似きれた分布関数の時間発展が求 まる｡

もちろんカオス軌道に対 しては､ その軌道拡大性から､ 単峰形の分布関数を仮

定することは不可能である｡ しかしこの近似法は リミッ トサイクル軌道に対 して

は適用できるので､ リミッ トサイクル軌道の安定性の目安にはな りうる｡ (3)

式を計算 しリアプノブ指数を求めた結果を図 2-8に示す｡ この場合も､ ノイズ

の増加によ り､ リミッ トサイクルか らカオスへの転移が見つかった｡ その転移点

でのノイズの大きさは2. 1で行った軌道そのもののシ ミュレーションにおける

値よりも 10倍ほど大 きかったが､ これらの定立的な意味付けは現在検討中であ

る｡

2.3 アナログシミュレーション

上に述べてきた r大 きなスケール上での分岐｣ がコンピューターシ ミュレーシ

ョン上のみでな く､ 現実に起こりうるものであるのかを調べるために､ (1)式

を碩分方程式にした､

Ⅹ (t)≡
ll- ･I{

-bx-cx3+vcos (ut)+叩 くt)〉dT〕

ds

を､ 0Pアンプによるアナログ回路によってシミュレーションした｡ (ノイズ発

生機により回路にノイズを加えた｡ )一般に､ アナログシミュレーションはデジ

タルに較べ､ 精度は劣るが計算速度は早いため､ この duffi∩g方程式の解

析にもよく用いられてきた｡ (4,6,7)

今回のシ ミュレーションの結果､ 2. 1,2. 2で述べたのとと同様に､ ノイ

ズの増加によって､ リミッ トサイクルが不安定化することがわかった｡ しか し､

これがカオスなのか､ あるいはいくつかの軌道の間を飛び回っているのかなど､

詳細を議論するのに必要な精度のある結果はまだ得 られていない｡ そのため現在

装置を改良中であ り､ 詳 しい結果は後に報告する予定である｡ なお､ このアナロ

グコンピュー ターとデジタルコンピューターとの対応については､ 同 じパラメー

ターで計算 してもアナログだとカオスになるのにデジタルだとならないと言 う報

告 (5)もあるように､ まだ多 くの不明な点があ り､ 注意が必要である｡
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｢カオスとその周辺｣

§3 まとめ

我 々は､ ｢定常分布に漸近す る途 中 におけ る大 きなスケール上での分岐｣の機

構 を明 らかにする目的で､ 強制振動 Duffi∩g方程式 にノイズ を加えた系の

数値 シ ミュ レーシ ョンを行 った｡ その結果､ ノイズの大 きさのわずか な増加 によ

る､ 大 きなスケール上での リミッ トサ イクル ～カオス転移 が見つか った｡ その詳

細に関 しては現在解析中である｡

今後 は､ 分岐点近傍での系の振舞 いをよ り精密 に求め､ ノイズの無 いときの リ

ミッ トサイクル ーカオス転移の機構 と､ ノイズが加わ った ときの リミッ トサ イク

ル､ カオス両軌道の安定性 との関係 を調べたい｡ 今回示 した例 は､ ノイズが加わ

った ときにカオス軌道の方が安定な場合であ ったけれ ど､ これ とは逆 に リミッ ト

サ イクルの方 が安定 な事 もあ りえよう｡ この とき系 は､ ノイズの加わ ることによ

ってカオスか らリミッ トサイクルへの転移 をおこすであ ろう｡ この､ 微分方程式

系 におけるnoise inducedorderの可能性もあわせて検討 したい｡
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35.テント写像の初期値と周期

静岡大 ･教養 長島弘幸,馬場良和

1. Introduction

簡単な写像によってカオ

ス的な状況を見ようとする

とき,Tent-mapi(a)-
2x(0<x< 1/2)-2(1

-∬)(V2<∬<1)の初期

値 ∬Oが,0.24とか0･682

とかの有限小数のときの軌

道をコンピュータで見るの

∬0-0･682 ∬o=0･137

図-1 テント写像の軌道

がてっとり早い (図-1)0

これらは,もちろん周期軌道になってしまうが,疑似乱数が乱数のかわりをするように,長い

周期の周期軌道はカオス的に見えるのである｡この報告では, ｢同一のけた数の有限小数から

出発 した周期軌道は,同一の周期軌道になる｡｣という事実について述べる｡つまり,そうし

た周期軌道はただ一つしかないのである｡具体的にいえば,nけたの小数x｡から出発 した軌

道は,周期 2･5n~1のただ一つの周期軌道 しか持たない｡
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