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1 序文

第 1チャーン類が0となるケーラー構造をもつコンパクト複素多様体

M に対して，その正則ベクトル場全体のなすリ一環fJ(M)は，可換で次元

は1次ベッチ数の半分となり， 0でない正則ベクトル場は零点をもたない

ことなどがLichnerowiczによって 1969年に示された (cf.[6]).

また，等質複素多様体に関しては， 1957年に松島与已によりコンパクト

等質ケーラー多様体（複素構造とケーラー構造の両方を保つ群が推移的に

作用する複素多様体）は，複素多様体として旗多様休と複素トーラスの恒

禎に正則同型となることが示された ([5]).1961年にはBorel-Remmertに

よりコンパクト等質複素多様体（複素構造を保つ群が推移的に作用する複

素多様体）がケーラー構造をもつ場合に拡張されている ([2]).これは正則

ベクトル場全体のなす複素リ一環 fJ(M)が簡約リ一環となることを意味

する松島の結果の擬ケーラー構造（不定値ケーラー計量）の場合として，

1989年にDorfmeister-D.Guanによりコンパクト等質擬ケーラー複素多様

体は，ケーラーの場合と同様に，複素多様体として旗多様体と複素トーラ

スの直積に正則同型となることが示された ([4]). しかし，コンパクト擬

ケーラー等質複素多様体は旗多様体と複素トーラスの直積とは限らない

ことが2005年に著者により示され，擬ケーラー構造をもつ複素平行化可

能可解多様体の fJ(M)はmeta-abelianであることが示された ([12,13]). 

よって，擬ケーラー構造をもつ等質複素多様体でないコンパクト複素等

質多様休M(複素構造をもつ等質空間であるが，複素構造を保つ群が推

移的とは限らない多様体）のfJ(M)やホッジ数の性質が次に興味がでてく

る研究対象の 1つとなる．その際ベキ零多様体である小平ーサーストン

多様体のように擬ケーラー構造や正則シンプレクティック構造などの複
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数の複素幾何的構造をもつものは扱いやすいと考えたその際に 1つの

実ベキ零多様休上の 2つの複素構造により， 2つの複素多様体M1,M2を

構成すると，任意のs,tにおいてホッジ数がhs,t(M1)= ht,s(M2)となり，
ホッジ対称性，ミラー対称性の類似が成り立つこと，また擬ケーラー構造

と正則シンプレクティック構造が互いにうつりあう場合があることを示し

た ([18,14]). 

一方，等質多様体上の複素構造については様々な研究がなされている．

旗多様休上の不変複素構造はトルートを用いて代数的に分類できる ([1]).

コンパクト可解多様体に関しても中村による研究が 1970年代にあり，複

素平行化可能多様体の変形は複素平行化可能とは限らないことなどが示

されている ([7]).また可解多様体の特別な場合になるベキ零多様体の不変

複素構造に関しては， S.M. Salamonらによる研究がある ([11]).しかし，

べき零リ一環の分類を用いており，高次元の場合は十分に研究されていな

いさらに変形に関してはベキ零多様体上の不変な複素構造の変形がふ

たたび不変な複素構造となるための十分条件がConsole-FinoやRollenske

により与えられている ([3],[9]). 同じConsole-Finoの論文では，ドルボコ

ホモロジ一群に関する野水型の定理，すなわち不変な複素構造を持つベキ

零多様体のドルボーコホモロジ一群がそのベキ零リー環のコホモロジ一

群と同型となるための十分条件が与えられている．

以上のことからコンパクト等質多様体上の異なる不変複素構造をホッ

ジ数を用いて比較することや，その上の不変複素構造を代数的に分類する

ことなどに興味がでてくる本論文ではコンパクトベキ零多様体におい

てこの間いについて得られた結果を紹介するなお，本論文のみで著者の

関連論文の内容がある程度わかるようにするため，以前に講究録等で記載

した内容もいくつか述べる．

2 複素構造の構成とホッジ数計算のアイデア

主結果等の詳細を述べる前に，複数の複素構造をもつリー環の構成と

そのリー環のドルボーコホモロジ一群の次元の計算方法のアイデアを述

べる．

アイデアは次の通りである．

1. 実リ一環gとその部分リ一環への直和分解g=a+bを考える．
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2. 実リ一環gの複素化面を考え，さらに複素化面を実リー環股(gり

と思う．

3. 分解g= a+bを利用して，実リー環訊gり上に複素構造jを構成す

る(]の土《可こ固有空間になる部分ベクトル空間を， Jより先に与
える）．

4. 分解g=a+bを利用して，あらたに実リ一環をいくつか構成する

(a部分を可換化したfln,b部分を可換化したfJb,直積axbなど）．

5. (式祈），])のドルボーコホモロジ一群と上で構成した実リ一環のコ

ホロジ一群を結びつける (D.G.A.の簡単な議論）．

6. 実リ一環のコホモロジ一群を経由して， IR(gり上の異なる複素構造

11, 12のドルボーコホモロジ一群を関連づける．

この際 aとbがgの部分リ一環より， Jの可積分性が導かれ，一方，男 =0
から， flnとfJbがリ一環であることが導かれる．

3 コンパクトベキ零複素多様体のドルボーコホモ

ロジ一群について

この節ではコンパクトベキ零複素多様体のドルボーコホモロジ一群に

関して知られている結果をいくつか紹介する

Nを単連結かつ連結なべき零リー群とし， nをそのリー環とする.N

が余コンパクト離散部分群をもっためには，有理数体上のリ一環％で

n竺%R股を満たすものが存在することが必要十分である ([8]).また， n

の複素構造Jは，有理数体上のリ一環％に対して， J(nQ)c n!Qlを満たす
とき，有理複素構造と呼ばれる特に余コンパクト離散部分群rに対応す
る有理数体上のリ一環n!Qlに対して， J(nQ)c n!Qlを満たすとき，rに対応
する有理複素構造と呼ばれる.nの有理複素構造Jからリー群Nに誘尊

される左不変な複素構造も Nの有理複素構造と呼ぶことにする.n士で

複素構造Jに関する土《コ：固有空間をそれぞれ表すことにする．

以下，ベキ零リー群は常に単連結かつ連結を仮定する．
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定理 3.1([10]). Nを複素ベキ零リー群とし，rをNの余コンパクト離散
部分群とするこのとき，任意のs,tに対して，

s p 

帽 (r¥N)竺砂(n―)R/¥(n十）＊臼Ht(n―)R/¥(n汀＊

が成り立つ．

定理 3.2([3]). Nをベキ零リー群，rをNの余コンパクト離散部分群と
し， Jをrに対応する有理複素構造とするこのとき，任意のs,tに対して

帽（いN)竺 Ht(nり

が成り立つ．

以上の結果より，適当な条件のもとでベキ零リ一環のドルボーコホモロ

ジ一群とそれから誘導されるベキ零多様体のドルボーコホモロジ一群を

結びつけられる．本論文では， N上の左不変な複素構造から r¥N上に誘

導される複素構造を不変な複素構造と呼ぶ

4 モデルとなるベキ零リー群

現象のモデルとなるベキ零リー群とその左不変複素構造を述べる．

ベキ零リー群Nとして

N~{ (~> 7)~EC}
を考える．複素変数であるが実ベキ零リー群と考えて， N上の複素座標系

として，

~1: (~> 7) • (z1, z,, z,) E IC3, ~2: (~> :n e+ (z, 砂硲） E IC3 
を考えるこのとき， Nの群構造はそれぞれの複素座標系において

(z1, Z2五）・ (w1,W2,W砂＝（均十町，砂＋叫，硲十Z1四＋叫），

(z1, Z2因）・ (w1,W2, 叩）＝（釘＋叫，砂＋叫，Z3+函四十四）
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と書ける. S1 = {(N平 1)},S2 = { (N, 四）｝とする． このとき，凡＝

(Nふ）と芯 =(Nふ）は実リー群としては同型であるが，複素構造をも

つリー群としては同型ではないまた， r¥N1とr¥ふは複素多様体とし
ては双正則同値ではないここでrは

r~{ (~> :n 1,, E Z[F!]} 
で定義される Nの余コンパクト離散部分群とするこのとき，任意のs,t

に対して，

hs,tげ＼凡） = ht,s(「＼凡）

が成り立つ．特に，任意のrに対して，

L hs,t(r凶） = L hs,t(「＼的）
s+t=r s十t=r

となる研究の初期の動機の 1つは，このようなことが，いつどの程度成

り立つか，また複数の不変複素構造の構成法の確立であった

5 複素化されたリ一環の複素構造

この節では，リー環の複素化と実制限から新たに複素構造を構成する方

法を紹介する．

実リ一環gとその部分リ一環a,bで， anb = {O}かつ

g=a+b 

となるものを考えるさらに， aとbの基底を考える：

a= spa限 {Uf,... , 因｝，

b = span叶v/,...'½n-

リ一環 g の複素化祈を考えると祈 =g+ ✓コgであるから，複素化gC
の係数休を実数体に制限した訊gりは次のような基底をもつ：

{Uf, ...'u;, ½_1, ...'¼1, 賃，...,u;, げ，．．．，巧｝，
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ただし Ul= ✓可Ul,102 = ✓ コ~101 とする．ここで，

{ai, ... , at, /3i, ... , /3~, O:i, ... , a;, /3i, ... , /3;} 

を

{ut, ... , u;, v/, ... , ¼1, uf, ... , u;, 閉...'巧｝
の双対拮底とする．

民(gりの（概）複素構造Jを，各i,jに対して

J切＝巧 (J巧＝一切）， JV]= 叩 (Jげ＝ーv~/)

により定義するこのとき（訊祈），J)は複素リ一環となるここで，

入＝叫+ ✓可叶， μj=尻+ ✓可尻

とおくと， gが実リー環であるから，

d入＝一こ叫心心—LDいk/\µs, d灼＝一〉尻µs叩—〉四ふ位s
kh k,s s,t k,s 

としたとき， C紐，DL,EかFんはすべて実数となる．
さて，股(gり上の異なる概複素構造jを各i,jに対して

叩＝ーul(Jul=応）， Jv/=げ(JV/=-V/) 

により定義する関連して，

ふ＝叶ー《叶， 'r/j= /3] + H/3] 

とおく./¥s/ = /¥1¥腔(gり）＊で，股(Gり上の左不変な jに関する (s,t)ー形
式全体のなす空間を表すことにするこのとき， g 佑€ 八げであり，

況＝一LDlふげs,仇＝ーどFfぷ^ 厖 (1) 
k,s k,s 

厖＝一I:c伍ふ八ぷ， 8初＝―LE砂汀t
k,h s,t 

となる．

訊び）を専,ic)に対応する単連結なリー群とするこのとき，次が成り

立つ：

命題 5.1([19]). Jは訊Gり上の可積分な概複素構造である.Jが有理概
複素構造であるならば， Jもまた有理概複素構造である

次の節で，可積分に関して代数的な証明を与える．
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6 主結果1: 複素構造とリ一環の分解

ここでは，前節で構成した概複素構造の可積分性，および部分リ一環に

よる分解と複素構造の関係について述べる．

以下，単に複素構造と書いた場合は可積分なものとする．次の結果がな

りたつ．

定理 6.1.gを実リ一環とする．このとき，部分リ一環a,bによる直和分

解g=a+b全体のなす集合と (J=訊gりの可積分な複素構造全体のなす
集合には 1: 1対応がある．

この定理の証明に関連して，次の命題はよく知られている：

命題 6.2.実リー群Hが左不変な複素構造をもっための必要十分条件の

一つは析が直和分解

栢=q①Tq 

で， qが栢の複素部分リ一環であるものをもつことである．ここで， Tは

複素共役とする．

命題 6.3.Jを実リ一環h上の両側不変な複素構造とする.(Jの部分リー
環£,mを

(J =£+ m, £nm= {O}, J(£) c£, J(m) cm  

をみたすものとする．ここで，

q = spanc{X — \1-lJX, y + ✓ 工 YIXE£,YE m} 

とおく．このとき， qは栢の部分リー環で，栢 =q①Tqをみたし， 1=

-✓ 二lidq①Hi凸は栢上の可積分な複素構造である．

証明 ad(X)o J = J o ad(X)であるから， qは栢の部分リ一環であ

る ．ロ

実リ一環gと部分リ一環a,bによる直和分解g= a+ bを考える実

リ一環JR.(fJりの複素構造］を，記載方法が異なるが前節で，

J~{-J on 厄）
J on 凪祈）

で定義したこのとき，

q = spanc{X - ✓ 可JX,Y+ ✓可JYIXE股面），YE股(bり｝



51

とすれば，命題 6.3より， jは可積分である．したがって，命題5.1が示さ

れた逆に直 (gりの可積分な複素構造Jに対して，訊祈）の部分リ一環に

よる直和分解股(gり=q⑤Tqが，命題 6.2より存在するこの分解からg

の部分リ一環による直和分解g= a+bが得られるしたがって，定理 6.1

が得られる．

前節の記号C紐，Dis,E;t, Fisをもちいて，リ一環9a,9bを双対空間g;= 
span{µ~, ... , μg, 叫，．．．，外}, gb = span {μL ... , μ ふ叫，．．．，吋｝がそれぞ
れ構造方程式

呪＝一こ四μい叫， d外＝一〉砂砂八砂 (2) 
k,s s,t 

d尻＝一区Cth直八μtd吋＝一区Fis峠八叫 (3) 
k,h k,s 

をみたすもので定める．実際，八了(glC)*上で[)2= 0であるから， /¥1g; と
八1g;: でそれぞれが =0が成り立つ．これは 9n,9bがリ一環であることを
示す．

7 主結果2:コホモロジ一環の関係

ここでは， JR(gり上の複数の複素構造とそのホッジ数を，最初の実リ一環

gの部分リ一環a,bによる直和分解g=a+bと関連付けて述べるなお，

[J = JR(gりに対して， gと］を強調するため， H闘([Jりの代わりにHt(gけ
と書くことにする（ここで，外微分dのjに関する自然な分解d=o1+a1

を考えている）．

分解g=a+bに対応する複素構造］の代わりに，複素構造ー］を考え

ることはリ一環の分解では何に対応するか考えようこれは分解におい

て， aとbの役割を入れ替えることに対応するこのとき，次が成り立つ．

補題 7.1([19]). 任意のs,tに対して，

Ht(gけ竺 Ht(g_J)

が成り立つ．

この補越より，もしdimHt(g1)がaとbに関する量で記述できる場合，

次の定理等のように，その中でaとbの役割を入れ替えることができなけ

ればならない
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前節の記号をもちいて，この補題の証明を述べるまず(i=入，ル＝

μj E /¥j° に注意するさらに， (I=入，功＝凡とすると， (I,刈E/¥1, りで
-J 

あり，また， C紐，D贔E;t,Fksが実数であることに注意すれば，

必 =d入＝一LC五ぶ八ふー〉四ぶ八Ps
k,h k,s 

＝一LCkふ I¥t,h -L関ふ汀s,
k,h k,s 

dル＝他＝一区E砂 I¥T/t -区Ff:ぷI¥TJs, 
s,t k,s 

d忍 =d入＝一 Letぷ心—〉闊ぶ＾兄，
k,h k,s 

呪 =d凡＝一どE訊げtーどFぶぶ汀s
s,t k,s 

＝一LE訊八TJ;一LFfぷ I¥瓜
s,t k,s 

を得る．したがって，{(□]j}と{(I兄｝は同じ構造方程式をみたす．故に，
任意の s,t に対して， Ht(g且 ~Ht(g_J) をえる．
準同型写像Fを

s,t 

F: 〶(EB 八((J叶）→④八((ga X g研）＊）
r s+t=r r

 

で，同型な線型写像 (fJIC)*----+ ((9a X恥）I('.)*' 

ti Mμ}, T}j M 吋， ~i Mμf, 初→外(i=l,... ,p,j=l, ... ,q) 

から誘導される写像とするこのとき，上記の恒等式(1),(2), (3)から F

はD.G.A.(differentialgraded algebra)として同型写像となる写像Fの

制限FIAO,tとF自身をそれぞれ用いると，次の結果が成り立つことが示
せる

定理 7.2.任意のtに対して，

砂 (g1)= dimげ (axb) 

が成り立つ．
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定理 7.3([19]). 任意のrに対して，

区 hs,t(gJ)= dimげ (gaX g砂
s十t=r

が成り立つ．

Zj(恥）と Zj(恥）をそれぞれ fin と fib の d—閉な K形式全体のなす集合と
するさらにこれらの部分空間を

勾(gふ＝勾(g砂 n 八＊〈µ~, ••• ,μ り〉，

Z}(g贔＝笏(gりn/¥ *〈叫．．．，外〉

で定義するこのとき，次が成り立つ．

命題 7.4([19]). 任意の sに対して，

hs,O(gけ=L dim勿 (g贔 ・dimZJ2(go)lo
s1+s2=s 

が成り立つ．

8 例

ここでは前節の結果を用いて，ホッジ数の具体的な計算に関する例を述

べる．

例 8.1([16]). H訊n)を(2n+1)次元実ハイゼンベルグ群とし，そのリー環

加(n)の基底 {X1,... ,Xか Y1,... , Yn,Z}を構造方程式［ぷY;]= z (i = 
1, ... , n)をみたすものとする部分リ一環ak,bkを

ak = span{X1, ... , ふ｝，

bk= span{Xk+l, ... ,Xn, Y1, ... , Yn, Z} 

とし，部分リ一環による分解加(n)= ak + b叶こ対応する訊Hlll(n)り上の
左不変な複素構造を Jkと書く．簡単のため， fJ(n; k) = (飛（加(nf),J砂と
おく．

恥＝加(n-k) x炉，恥＝加(k)X罠2(n-k)

であるから，任意のrに対して，

L hs,t(fJ(n; k)) = dimげ（加(k)X加(n-k) x茫）
s十t=r
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が成り立つ．右辺における対称性から，特に任意のrに対して，

L hs,t(~(n; k)) = L hs,t(~(n; n -k)) 
s+t=r s十t=r

を得るこの結果は， A型のルート系から構成されるある種のベキ零リー

環の場合に拡張できる ([17]).

注意 8.2.実リ一環の直和分解g=a+bにおいて， bが可換なイデアルの

とき，任意のrに対して

区 hs,t(gJ)= L hs,t(gJ) 
s+t=r s十t=r

が成り立つ．これ以外にも同様な条件のもと Jとjに関するホッジ数に

幾つかの関係式が成り立つ ([16]).

例 8.3.Xij = Eij E M(4皇） (1 ::; i < j ::; 4)とするただし， Eijは行列
単位とする．ベキ零リ一環n(3)= span叶xij}ビi<jさ4を考え，さらに次の

n(3)の部分リ一環を考える：

a= span{X13, X23}, b = span{X12, X14, X24, X』

このとき， aとbはn(3)= n+ b, およびanb = {O}を満たす．従って，次

の左不変な複素構造をもつベキ零リー群が得られる：

1 Z12 乏13 均4

（ 尺( N ( 3 f ) , J ) = ~ I ゚゚1 223 砂4I I EC 

゜
1 Z34 Zij 

゜゚ ゜
1 、、

このとき，

Cl X b竺加(1)X配， fln竺 fJb竺 fJ(l,2)X配

となるここで， f)(l,2) は 5 次元の一般化されたハイゼンベルグ• リー環で

ある．つまり， fJ(l,2) = span叶X1,X2,Y,Z1乙｝で構造方程式［ぷY]=

zi (i = 1, 2)をもつ．よって，

砂 (n(3)J)= dim Ht(加(1)X配），

L hs,t(n(3り） = dim Hr (f) (1, 2) X f) (1, 2) X配）
s十t=r
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となるまた直接計算により，

dimZJ(g山=dimZJ(gふ=1, 

dimZ}(g砂lo=2, dimZ弓(g0)l0= dim~ え(g砂lo=3 dimZえ(gりlo=1. 

となり，ゆえに

を得る．

h1'0(n(3)J) = 3, h2'0(n(3)J) = 6, h3'0(n(3)J) = 8, 

h4,0(n(3り） = 7, h5,0(n(3)1) = 4, h6,0(n(3)1) = 1 
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